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Аннотация. 
Актуальность и цели. Одной из центральных задач в электронике сверхвы-

соких частот является построение миниатюрных антенн, обладающих высо-
кими характеристиками. Основными уравнениями, используемыми при моде-
лировании проволочных антенн различной конфигурации, являются уравне-
ния Поклингтона, Галлена, сингулярные и гиперсингулярные интегральные 
уравнения. При численном решении уравнений Поклингтона и Галлена в основ-
ном используются методы моментов и Галеркина. Так как уравнения Поклинг-
тона и Галлена относятся к классу некорректных задач, то при реализации мето-
дов моментов и Галеркина возникают дополнительные трудности, связанные с 
неустойчивостью вычислительных схем. В данной работе для решения уравне-
ний Поклингтона и Галлена предлагается применить непрерывный метод реше-
ния операторных уравнений, обладающий эффектом регуляризации. Этот эф-
фект обусловлен тем, что непрерывный метод решения операторных уравне-
ний построен на основе Ляпуновской теории устойчивости решений диффе-
ренциальных уравнений. 

Материалы и методы. Исследуются приближенные методы решения урав-
нений Поклингтона и Галлена. Метод построения вычислительных схем за-
ключается в следующем. Исходные уравнения аппроксимируются системой 
линейных алгебраических уравнений, построенных по технологии метода 
сплайн-коллокации. Система линейных алгебраических уравнений решается 
непрерывным операторным методом. В качестве достоинств предложенного 
метода следует отметить: его устойчивость при возмущении ядер уравнений и 
правых частей и возможность при построении вычислительной схемы учесть 
граничные условия на концах вибратора. 

Результаты. Построены новые устойчивые численные методы решения 
уравнений Поклингтона и Галлена. Эффективность предложенных методов 
продемонстрирована решением модельных примеров. 

Выводы. Предложенный в работе метод построения и обоснования сходи-
мости вычислительных схем может быть распространен на уравнения, моде-
лирующие различные модификации антенн и являющиеся аналогами уравне-
ний типа Поклингтона и Галлена. 

Ключевые слова: уравнения Поклингтона и Галлена, метод коллокаций, 
вибраторы. 
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Abstract. 
Background. One of the central tasks in microwave electronics is the construction 

of miniature antennas with high performance. The main equations used in modeling 
wire antennas of various configurations are the Pocklington, Gallen equations, singular 
and hypersingular integral equations. In the numerical solution of the Pocklington and 
Gallen equations, the methods of moments and Galerkin are mainly used. Since the 
Pocklington and Gallen equations belong to the class of ill-posed problems, when im-
plementing the methods of moments and Galerkin, additional difficulties arise due to 
the instability of computational schemes. In this paper, to solve the Pocklington and 
Gallen equations, it is proposed to apply a continuous method for solving operator 
equations, which has the effect of regularization. This effect is due to the fact that the 
continuous method for solving operator equations is based on the Lyapunov theory of 
stability of solutions of differential equations. 

Materials and methods. The article investigates approximate methods for solving 
the Pocklington and Gallen equations. The method for constructing computational 
schemes is as follows. The initial equations are approximated by a system of linear 
algebraic equations constructed using the spline collocation method. The system of 
linear algebraic equations is solved by a continuous operator method. The ad-
vantages of the proposed method should be noted: 1) its stability under perturbation 
of the kernels of equations and right-hand sides; 2) the construction of a computa-
tional scheme allows taking into account the boundary conditions at the ends of the 
vibrator. 

Results. New stable numerical methods for solving the Pocklington and Gallen 
equations are constructed. The effectiveness of the proposed methods is demonstrat-
ed by solving model examples. 

Conclusions. The proposed method for constructing and justifying the conver-
gence of computational schemes can be extended to equations that model various 
antenna modifications and are analogous to equations of the Pocklington and Gallen 
type. 

Keywords: Pocklington and Gallen equations, collocation method, vibrators. 
Введение 

Более ста лет одним из основных математических аппаратов, применя-
емых при моделировании электромагнитных процессов в электрическом виб-
раторе, являются интегродифференциальные уравнения Поклингтона и Хар-
рингтона и интегральное уравнение Галлена [1]. В последнее время к иссле-
дованию этих процессов привлекаются также сингулярные интегральные 
уравнения [2, 3] и гиперсингулярные интегральные уравнения [4]. 

В качестве численных методов для решения уравнений Поклингтона и 
Галлена привлекается, как правило, метод моментов и его модификации [5]. 

В отличие от известных работ, в которых упомянутые уравнения реша-
ются методом моментов, в данной работе используется непрерывный метод 
решения операторных уравнений. Преимущества этого метода заключаются  
в его устойчивости к возмущениям ядер уравнений и правых частей. Уравнения 
Поклингтона и Галлена являются интегральными уравнениями Фредгольма 
первого рода и их решения являются некорректными задачами. Поэтому целе-
сообразно решать упомянутые уравнения непрерывным методом решения опе-
раторных уравнений, который обладает регуляризующими свойствами. 

Статья посвящена приближенному решению уравнений Поклингтона и 
Галлена, моделирующих тонкие изогнутые проволочные антенны. 
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В работе предложены новые численные методы и дано их обоснование. 
Исследуются вопросы быстроты сходимости этих методов при решении 
уравнений Поклингтона и Галлена. 

Статья построена следующим образом. В первом разделе представлен 
непрерывный метод решения операторных уравнений. Во втором разделе да-
ны постановка задачи и краткий обзор литературы. Третий раздел посвящен 
приближенному решению уравнения Поклингтона. Четвертый раздел посвя-
щен приближенному решению уравнения Галлена. В пятом разделе приведе-
ны решения модельных задач. 

1. Непрерывный метод решения операторных уравнений  
Для решения уравнений Поклингтона и Галлена в статье используется 

непрерывный метод решения нелинейных операторных уравнений [6]. 
Приведем здесь его краткое описание. 

Пусть X −  банахово пространство; K −  оператор, действующий из X  
в ;X  ( , ) = { , : };B a r x a X x a r∈ − ≤   ( , ) = { , : = };S a r x a X x a r∈ −   ( )KΛ  – 
логарифмическая норма линейного оператора ,K  определяемая [7] 
выражением 0( ) = ( 1) / ,limhK I hK h↓Λ + −   где символ 0h ↓  означает, что 
h  стремится к нулю, убывая. 

Для матриц в часто используемых пространствах логарифмические 
нормы известны. 

Пусть дана вещественная матрица = { },ijA a  , = 1,2, , ,i j n  в n -мерном 
пространстве nR  векторов 1= ( , , )nx x x  с нормой  

2 1/2
1 2 3

1=1 =1
= | |, = [ | | ] , = | | .max

n n

k k k
k nk k

x x x x x x
≤ ≤

        

Логарифмическая норма матрицы A  равна [8]: 

1
=1,

( ) = | | ,max
n

jj ij
j i i j

A a a
≠

 
 Λ +
 
 

   

( )( )2 max( ) = / 2 ,TA A AΛ λ +   

3
=1,

( ) = | | .max
n

ii ij
i j j i

A a a
≠

 
 Λ +
 
 

  

Здесь ( )max ( ) / 2TA Aλ + −  наибольшее собственное значение матрицы 

( ) / 2.TA A+  

Рассматривается нелинейное операторное уравнение  
 ( ) = 0,A x f−   (1) 

где :A X X→  – нелинейный оператор, отображающий банахово 
пространство X  само в себя. 
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Поставим уравнению (1) в соответствие задачу Коши:  

 ( )( ) = ( ) ,dx t A x t f
dt

−   (2) 

 0(0) = .x x   (3) 

Справедливо следующее утверждение. 
Теорема 1 [6]. Пусть задача (2)–(3) имеет решение *x , и на любой 

дифференцируемой кривой ( )g t , расположенной в шаре *( , )B x r , 
выполняются следующие условия: 

1) при любом t  ( > 0t ) выполняется неравенство ( )
0

( ( )) 0;
t

'A g dΛ τ τ ≤   

2) справедливо неравенство 
0

1 ( ( ( ))) , > 0.lim
t

'
g g

t
A g d

t→∞
Λ τ τ ≤ −α α   

Тогда решение задачи Коши (2)–(3) при t , стремящемся к беско-
нечности, сходится к решению *x  уравнения (1). 

2. Уравнения Поклингтона и Галлена  
Интегральное уравнение электрического вибратора описывает связь 

между электрическим полем и распределением тока по проводнику. Оно 
получено из уравнений Максвелла и имеет следующий вид [9]:  

 
| |

2 2( ) = ( )[ ] .
4 | |

ik r r
t

v

i eE r I r k dv
k r r

′− −

′

η ′ ′− +∇
′π −   (4) 

Здесь 1 2 3( )( = ( , , ))tE r r x x x  – вектор электрического поля в точке 
наблюдения r , 1 2 3( ) ( = ( , , )),I r r x x x′ ′ ′′ ′  – плотность текущего распределения 

тока (искомая величина) в точке источника r′ , 2 2[ ]k +∇ , – оператор 
Гельмгольца, функция Грина которого равна  

3
| |

=1
/ 4 | |, | |= | |ik r r

j j
j

e r r r r x x′− −
′

 
 ′ ′π − − −
 
 

 ;  

k  и η−  соответственно волновое число и внутренний импеданс в свободном 
пространстве: 0 0 0 0= , = /k ω μ ε η μ ε , где ω  – угловая частота, 0μ  и 0ε  – 
магнитная и диэлектрическая проницаемость соответственно. 

Интегральное уравнение Поклингтона получено из уравнения (4) и 
граничного условия для тонкой проволоки произвольной формы. Граничное 
условие для совершенного проводника определяется из условия, что полное 
электрическое поле исчезает на его поверхности. Тогда можно считать, что 
точка r  лежит на поверхности проводника и ( ) = ( ) ( ) = 0,t i s

s s sE r E r E r+  где 
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( )i
sE r  и ( )s

sE r  – наложенное и рассеянное электрическое поле соответст-
венно. Для высоких частот благодаря скин-эффекту ток может быть 
расположен только на поверхности провода. Следовательно, наложенное 
электрическое поле имеет вид 

 
| |

2 2( = ) = ( )( = )[ ] ,
4 | |

ik r r
i

s s s
s

i eE r r I r r r k ad ds
k r r

′− −

′ϕ

η ′ ′ ′ ′− +∇ ϕ
′π −   (5) 

где переменная s′  представляет длину дуги по проводу; ′ϕ −  азимутальный 
угол вокруг поперечного сечения провода. Текущее распределение тока 
трансверсально постоянно, учитывая, что радиус проволоки a  очень мал по 
сравнению с длиной волны. 

В результате получена [10] следующая модификация уравнения 
Поклингтона:  

 
2 | |

2( ) = ( ) ( ) ,
4 | |

ik r r
r
s s

s

i eE s I s k s s ds
s s r r

′− −

′

 ∂′ ′ ′− ⋅ + ′ ′ωε ∂ ∂ π −  
   (6) 

где t
sE  – тангенциальное наложенное электрическое поле. Учитывая скин-

эффект в тонкой проволоке, в уравнении (6) электрическое поле можно 
выразить в виде криволитейного интеграла по длине дуги s′ . 

Уравнение (6) можно использовать при любой топологии тонкой про-
волочной антенны. 

Из уравнения (6) следует, что тангенциальное наложенное электриче-
ское поле на поверхности совершенного проводника выражается гиперсингу-
лярным интегральным уравнением. 

В уравнении (5) оператор ∇  действует по переменной s . Таким 
образом, уравнение (5) эквивалентно следующему: 

 
| |

2 2( = ) = ( )( = ) ,
4 | |

ik r r
i

s s s
s

i eE r r k I r r r ad ds
k r r

′− −

′ϕ

η   ′ ′ ′ ′− +∇ ϕ  ′π −   (7) 

Классическое уравнение Поклингтона прямолинейного вибратора 
имеет вид [1, с. 222]:  

 
2

2
2 ( ) ( , ) = ( , ),

l

z z
l

dk I z G a z z dz A a z
dz −

 
′ ′ ′+ −  

 
   (8) 

где ( , )zA a z  – продольная составляющая векторного электродинамического 
потенциала для электрического тока ( );zI z  2l  – длина вибратора; a  – радиус 
вибратора,  

{ }1( , ) = exp ( ) ,
4 ( ) a

a
G a z z ikR z z

R z z
′ ′− − −

′π −
 

2 2( ) = ( ) ,aR z z z z a′ ′− − +  = / ,k cω εμ   
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ε  и μ  – диэлектрическая и магнитная проницаемость среды, окружающая 
вибратор; ω  – угловая частота; c  – скорость света. 

Это уравнение соответствует модели тонкого вибратора, работающего 
на малых частотах. В этом случае ток распределяется по всему поперечному 
сечению провода и моделируется бесконечно тонкой линией, проходящей че-
рез центр цилиндра (провода) и точку разрыва. 

Следует отметить, что классическое уравнение Поклингтона описыва-
ется уравнением Фредгольма первого рода с гладким ядром [1, 11] и, следо-
вательно, является некорректной задачей. 

Приближенному решению уравнения (8) посвящено много работ, в ко-
торых в большинстве своем применяются методы Галеркина и моментов [5, 
10, 12]. 

В работе [12] метод моментов применяется для решения уравнения По-
клингтона линейной антенны:  

 
( )2

2
2( ) = ( ),

4 ( )

l ikR z za
z

al

d eI z k dz i E z
R z zdz

′− −

−

 
′ ′+ ωε  ′π −  

   (9) 

где 2 2( ) = ( ) .aR z z a z z′ ′− + −  
Замечание. Это уравнение может быть получено из (7) коммутацией 

операторов дифференцирования и интегрирования. 
Отметим некоторые модификации уравнения (7). Так как электромаг-

нитное поле моделируется бесконечно тонкой линией, проходящей по центру 
вибратора и точку разрыва, в уравнении (7) при очень малом радиусе про-
вода естественно перейти к пределу при 0.a →  В результате получаем урав-
нение [4]: 

 
2 | |

2
2

1 ( ) = ( ),
4 | |

l ik z z
z z

l

d ek I z dz A z
z zdz

′− −

−

 
′ ′+   ′π − 

   (10) 

которое является гиперсингулярным интегральным уравнением. 
Таким образом, гиперсингулярные интегральные уравнения естествен-

но возникают как при моделировании антенн, работающих на высоких часто-
тах, так и при моделировании очень тонких проволочных антенн. 

Приближенные методы решения уравнения (10) исследовались в работе 
[4], где было предложено несколько методов. В частности, был предложен 
следующий метод. Так как на торцах вибратора ток ( ) ( )= = 0,z zI l I l−  то 
уравнение (10) было продолжено на числовую ось и к нему было применено 
преобразование Фурье. Полученное в спектральной области уравнение реша-
лось итерационным методом. 

В работе [2] показано, что физически корректной является математиче-
ская модель произвольного вибратора, представленная следующим сингуляр-
ным интегральным уравнением первого рода:  

( ) ( ) ( ) ( )0
1 , = 4 ,

l lz cT
zl l

I z
dz I z K z z dz i E z

z z− −

′ ′
′ ′ ′ ′ ′+ ωε ε

′π −   
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где  

( ) ( ) ( ), = ,
2

ih z ziK z z e g h dh
∞ ′−
−∞

′ Δ
π   

( ) ( ) ( )
2 2 22 2 2 2

0 0= ,hg h J ia h H ia h sgn h
h

γ −   Δ − − γ − − γ +    
 

0J  и ( )2
0H  – функции Бесселя первого рода и Ханкеля второго рода 

соответственно. 
Приближенные методы решения гиперсингулярных интегральных 

уравнений первого рода на различных классах функций исследовались в ра-
ботах [13–17]. 

Наряду с уравнением Поклингтона при исследовании вибраторов часто 
используется уравнение Галлена  

 2( ) ( , ) = cos sin sin | |,
l

z
l

i vI z G a z z dz A z B z z
w

−

π′ ′ ′− β + β − β   (11) 

где А и В – произвольные константы, определяемые из граничных условий 
обращения тока в нуль на концах вибратора; = / ( ).w β ωε  

При стремлении a  к нулю уравнение (11) трансформируется  
в гиперсингулярное интегральное уравнение  

 2( ) ( ) = cos sin sin | |,
l

z
l

i vI z G z z dz A z B z z
w

−

π′ ′ ′− β + β − β   (12) 

где 1( ) = exp{ | |}.
4 | |

G z z ik z z
z z

′ ′− − −
′π −

 

3. Приближенное решение уравнения Поклингтона  
При исследовании излучения прямого вибратора исходным может 

служить уравнение Поклингтона  

( ) ( )
( )

2
02 =

4 ( )
ai R z zl ct

zl a

d eI z dz i E z
R z zdz

′− γ −

−
  ′ ′+ γ − ωε ε  ′π −    

где ctE  – стороннее электрическое поле; ( )2 2
( ) = ,R z z z z a′ ′− − +  

2 2= kγ εμ , = /k cω  – волновое число; ,ε μ  – диэлектрическая и магнитная 
проницаемость пространства, окружающего вибратор, a  – толщина вибратора. 

Первая вычислительная схема 

Для простоты описания вычислительной схемы введем обозначение 

0( ) = ( )ctf z i E z− ωε ε  и рассмотрим уравнение  

 ( ) ( )
( ')

2
2 = , .

4 ( ')
ai R z zl

zl a

d eI z dz f z l z l
R z zdz

− γ −

−
  ′ ′+ γ − ≤ ≤  π −     (13) 
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Введем обозначение  

( ) ( )
( ')

= .
4 ( ')

ai R z zl
zl a

eU z I z dz
R z z

− γ −

−
′ ′

π −  

Подставив ( )U z  в уравнение (13), приходим к дифференциальному 
уравнению  

 ( ) ( )2
2 = .d U z f z

dz
 + γ 
 

  (14) 

Присоединим к уравнению (14) граничные условия  

 ( ) ( )1 2= , = ,U l a U l a−   (15) 

где 1a  и 2a  – произвольные вещественные числа, которые в дальнейшем 
подлежат определению. 

Решение уравнения (14) имеет вид  

 ( ) ( ) ( ) ( )= cos sin ,U z F z A z B z+ γ + γ   (16) 

где ( )F z −  частное его решение. 
Подставив в уравнение (16) = ,z l−  =z l  и воспользовавшись гранич-

ными условиями (15), приходим к системе уравнений  

( ) ( ) ( )1 = cos sin ,a F l A l B l− + γ − γ  

( ) ( ) ( )2 = cos sin .a F l A l B l+ γ + γ  

Для простоты выкладок предположим, что рассматриваемый диполь 
симметричный и ( ) ( )=z zI l I l− , ( ) ( )=U l U l− . Тогда  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )1 2 2 1= cos sin
2cos 2sin

a a F l F l a a F l F l
U z F z z z

l l
− − − − − − + −

+ γ + γ
γ γ

 

в предположении, что ( ) ( )cos 0, sin 0l lγ ≠ γ ≠ . 
Для определенности положим в уравнении (14) ( ) ( )0= 4 sinf z i zωε ε ω , 

т.е. полагаем ( ) = 4ctE z sin z− ω . Тогда  

( ) ( )0
2 2

4 sin
= .

i t
F z

ωε ε ω

γ −ω
 

Таким образом, задача свелась к решению уравнения  

( ) ( )0
2 2

4 sin
=

4

i Rl
zl

i zeI z dz
R

− γ

−

ωε ε ω
′ ′ +

π γ −ω  

( ) ( )( )
( ) ( )1 2 0 04 sin 4 sin

cos
2cos

a a i l i l
z

l
− − ωε ε ω + ωε ε ω −

+ γ +
γ
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( ) ( )( )
( ) ( )2 1 0 04 sin 4 4 sin

sin
2sin

a a i i l
z

l
− − ωε ε ω + ωε ε ω −

+ γ
γ

 

с неизвестными коэффициентами 1a  и 2a . 
Замечание. Отметим, что полученное уравнение совпадает с 

уравнением Галлена, полученным в [18] из физических соображений. 
Так как в работе рассматривается симметричный вибратор, то 

окончательно имеем  

( ) ( )( ')
0
2 2

4 sin
=

4 ( ')
ai R z zl

zl a

i zeI z dz
R z z

− γ −

−

ωε ε ω
′ ′ +

π − γ −ω  

 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1cos sin .

2cos 2sin
a a a az z

l l
− −+ γ + γ
γ γ

  (17) 

Вычислительную схему решения уравнения (17) построим, пользуясь 
технологией метода сплайн-коллокации со сплайнами нулевого порядка. 

Введем узлы = , = 0,1,...,2 .k
lkx l k N
N

− +  

Приближенное решение уравнения (17) будем искать в виде функции  

 ( ) ( )
2 1

,
=0

= .
N

z N k k
k

I z z
−

′ ′α ψ   (18) 

где  

( ) [ ]
1, ,

= = 0,1,...,2 1,
0, , \ ,

k
k

k

z
z k N

l l
′∈Δ

′ψ − − Δ
 

[ ) [ ]1 2 1 2 1 2= , , = 0,1,...,2 2, = , .k k k N N Nx x k N x x+ − −Δ − Δ  

Так как на торцах вибратора ( ) = 0zI l± , то полагаем 0 2 1= = 0.N−α α  
Коэффициенты { }kα , = 1,...,2 2,k N −  ищутся из следующих систем 

уравнений. 
Первый вариант. Вычисляя интеграл в левой части уравнения (17) по 

квадратурной формуле прямоугольников, имеем  

( )
( ) ( )

( , )2 2 0 1 2
2 2

=1

4 sin
= cos

4 ( , ) 2cos

i R k jN a j
k j

ak

i x a al e x
N R k j l

− γ− ωε ε ω −α + γ +
π γγ −ω

   

 
( ) ( )2 1 sin , = 0,1,...,2 1.

2sin j
a a x j N

l
−+ γ −
γ

  (19) 

Здесь ( )2 2( , ) =a k jR k j x x a− + , a  – радиус стержня антенны. 

Таким образом, получаем систему из 2N  уравнений с 2N  
неизвестными. 
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Эту систему более удобно представить в следующем виде, вынеся  
в левую часть неизвестные:  

( ) ( )
( , )2 2

1 2

=1
cos

4 ( , ) 2cos

i R k jN a
k j

ak

a al e x
N R k j l

− γ− −α − γ −
π γ   

 
( ) ( ) ( )02 1

2 2

4 sin
sin = , = 0,1,...,2 1.

2sin
j

j
i xa a x j N

l

ωε ε ω−− γ −
γ γ −ω

  (20) 

Система (20) имеет единственное решение, если существует такой 
вектор 0 2 1( , , ), 1, 0,1, ,2 1,N kv v v v k N−= ⋅ ⋅ ⋅ = ± = ⋅⋅ ⋅ −  что матрица, стоящая  
в левой части системы 

( ) ( )
( , )2 2

1 2

=1
( cos

4 ( , ) 2cos

i R k jN a
j k j

ak

a al ev x
N R k j l

− γ− −α − γ −
π γ  

( ) ( ) ( )02 1
2 2

4 sin
sin ) = , = 0,1,...,2 1,

2sin
j

j j
i xa a x v j N

l

ωε ε ω−− γ −
γ γ −ω

 

имеет в некотором банаховом пространстве отрицательную логарифмиче-
скую норму.  

Это следует из теоремы Лозинского [19]. 
Погрешность решения уравнения (20) зависит от класса функций, к ко-

торому принадлежат искомые токи. Если они принадлежат классу функций, 
имеющих ограниченные производные первого порядка, то можно показать 
(по аналогии с работой [20]), что погрешность имеет порядок 1,N−  где N – 
число узлов коллокации. 

Второй вариант. Подставляя функцию (18) в уравнение (17), имеем  

( )
( ) ( )

2 2 0 1 2
2 2

=1

4 sin
= cos

2cos

N j
jk k j

k

i x a ap x
l

− ωε ε ω −α + γ +
γγ −ω

   

 
( ) ( )2 1 sin , = 0,1,...,2 1,

2sin j
a a x j N

l
−+ γ −
γ

  (21) 

здесь  

( )
( ) ( ) ( )

1 2 2= , = , = 0,1,...,2 1.
4

x i R z xk a j

jk a j j
a jxk

ep dz R z x z x a j N
R z x

′− γ −+
′ ′ ′− − + −

′π −  

Как и в первом варианте, систему уравнений удобно представить в виде  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 2 2 1

=1
cos sin

2cos 2sin

N

jk k j j
k

a a a ap x x
l l

− − −α − γ − γ =
γ γ   
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( )0

2 2

4 sin
= , = 0,1,...,2 1.ji x

j N
ωε ε ω

−
γ −ω

  (22) 

При реализации вычислительных схем (20), (22) применяется непре-
рывный метод решения операторных уравнений. Так как он одинаково реали-
зуется для обоих уравнений, ограничимся рассмотрением уравнения (22). 

Поставим в соответствие уравнению (22) задачу Коши  

( )2 2
0 01

0 0 2 2
=1

4 sin( ) = ( )
N

k k
k

i xda v p
d

− ωε ε ωσ α σ − −
σ γ −ω

   

 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1

0 0
( ) ( ) ( ) ( )cos sin ;
2cos 2sin

a a a ax x
l l

σ − σ σ − σ− γ − γ γ γ 
  (23) 

( )
( ) ( )

2 2 0 1 2
2 2

=1

4 sin( ) ( ) ( )= ( ) cos
2cos

N jj
j jk k j

k

i xd a av p x
d l

− ωε ε ωα σ σ − σ α σ − − γ −
σ γ γ −ω

  

( ) ( )2 1( ) ( ) sin , = 1,...,2 2;
2sin j

a a x j N
l

σ − σ− γ −γ 
 

( )2 2
0 2 12

2 1 2 1, 2 2
=1

4 sin( ) = ( )
N

N
N N k k

k

i xda v p
d

−
−

− −
 ωε ε ωσ α σ − −

σ γ −ω
  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1
2 1 2 1

( ) ( ) ( ) ( )cos sin
2cos 2sinN N

a a a ax x
l l− −

σ − σ σ − σ− γ − γ γ γ 
, 

 1 2(0) 0, (0) 0, (0) = 0, = 1,...,2 2.ja a j N= = α −   (24) 

Константы = 1, = 0,1, ,2 1,jv j N± −  подбираются таким образом, что-
бы логарифмическая норма матрицы, стоящей в левой части системы уравне-
ний (22), была отрицательной в метрике соответствующего банахова про-
странства. 

Тогда согласно теореме 1 решение задачи Коши (23), (24) сходится в мет-
рике выбранного банахова пространства к решению системы уравнений (22). 

Замечание. В качестве начальных условий в задаче Коши (23), (24) мо-
жет быть взят любой набор констант. 

Замечание. Для решения задачи Коши (23), (24) может быть использо-
ван любой численный метод решения обыкновенных дифференциальных 
уравнений. В приведенных ниже примерах задача Коши (23), (24) решалась 
методом Эйлера. 

Вторая вычислительная схема 

Приведем еще одну вычислительную схему для решения уравнения 
Поклингтона. 
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 Будем исходить из уравнения  

( ) ( )
( )2

2
2

1 = ,
4 ( )

ai R z zl
z zl a

d eI z k dz i E z
R z zdz

′− γ −

−

 
′ ′+ ωε  ′π −  

  

где  

2 2( ) = ( ) .aR z z a z z′ ′− + −  

Проведя несложные вычисления, приходим к уравнению  

( ) ( ) ( )1 , = ,
4

l
z zl

I z h z z dz i E z
−

′ ′ ′ ωε
π   

где  

( ) ( )

( )
2( )

2
3/22 2

, =
( ) ( )

ai R z z

a

z zeh z z k
R z z a z z

′− γ −
 
 ′−

′ + − ′−   ′+ − 

 

( )

( )
2

2 2 22 2

31
( ) ( )

z z

a z z a z z


′− 

− + +
′+ − ′+ −



 

 ( )

( )
( )

( )
2 2

2 2 3/2 3/22 2 2 2

21 .
( ) ( ) ( )

z z z z
ik

a z z a z z a z z

 
′ ′− − 

+ − +  
′+ −  ′ ′+ − + −   

  (25) 

Вычислительные схемы для решения уравнения (25) строятся по 
аналогии с вычислительными схемами (20) и (22). Здесь они не приводятся.  

4. Приближенное решение уравнения Галлена  

При выводе уравнения Галлена тонкого вибратора полагают, что 
, .a l a λ   Здесь a  – радиус поперечного сечения вибратора, 2l  – его 

длина, λ  – длина волны. 
При этом делаются следующие предположения [18]: 
1. Поверхностные электрические токи ( )zI z−  вместе с магнитными эк-

вивалентными токами ( )mI zϕ  заменяются бесконечно тонкой нитью продоль-

ного электрического тока ( ) = 2 ( )z zI z aI z−π , и полагают ( ) ( )= .z zI l I l− −−  Про-
дольный электрический ток в области зазора считается непрерывным. Торце-
вые токи игнорируются. 

2. Касательная составляющая вектора напряженности электрического 
поля ( )zE z , создаваемая током ( )zI z  на боковой поверхности цилиндра 
радиуса a , обращается в нуль всюду, кроме окрестности зазора шириной b :  
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( )
( )

0, > ,
2=

, ,
2

z

bz
E z

bi E z z




 ωε ≤


 

где b  – ширина зазора.  

Замечание. Для узких зазоров функция ( ) , ,
2 2z
b bE z z− < <  обычно 

полагается постоянной. 
С учетом этих предположений получено (подробности см. в [18]) 

уравнение Галлена: 

( )2

1
( )

l
zl

I z K z z dz
−

′ ′ ′− =  

 1 2 1 2
2cos sin sin | |, ,iVC kz C kz k z l z l

W
π= + − − ≤ ≤   (26) 

где  

2 2( )

2 2
( ) =

( )

ik z z aeK z z
z z a

′− − +
′−

′− +
. 

Правая часть уравнения (26) может рассматриваться, как суперпозиция 

трех бегущих волн, одна из которых имеет амплитуду 2 V
W
π , где V −  ЭДС 

генератора, = / ( )W k ωε . 
В случае симметричного вибратора имеем  

 ( ) 3
2( ) = cos sin | |, .

l
zl

iVI z K z z dz C kz k z l z l
W−
π′ ′ ′− − − ≤ ≤   (27) 

 Замечание. Уравнение Галлена может быть получено из уравнения 
Поклингтона тождественными преобразованиями. Это продемонстрировано 
выше при выводе вычислительной схемы для уравнения Поклингтона. 

Построение численных методов для уравнения Галлена подобно 
аналогичному построению для уравнения Поклингтона, поэтому опускается. 

5. Вычислительный эксперимент  
В этом разделе приведены результаты численных экспериментов 

решения уравнения Галлена с δ -функцией в правой части. Таким образом, 
ставится задача решения непрерывным методом операторных уравнений 
следующего уравнения: 

 ( ) ( )
( ')

.
4 ( ')

al i R z z

z
al

eI z dz z
R z z

− γ −

−

′ ′ = δ
π −   (28) 

При этом δ -функция аппроксимируется δ -образными функциями. 
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Пример 1. 

 ( ) ( )
( ')

,
4 ( ')

al i R z z

z
al

eI z dz f z
R z z

− γ −

−

′ ′ =
π −   (29) 

1 210, 0,5, 0,0001366732941, 1, 0,8, 10,l a h= = γ = δ = δ = =  

( )

( )

( )

1

1
1 2

1 2

2 2

1
2 1

1 2

1

0, ,

, ,

, ,

, ,

0, .

l z
h z

z

f z h z
h z

z

z l

− ≤ ≤ −δ
 δ + − δ ≤ ≤ −δ δ − δ


= − δ ≤ ≤ δ
 δ − δ ≤ ≤ δ
 δ − δ


δ ≤ ≤

 

График функции, стоящей в правой части уравнения (29) приведен на 
рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Правая часть уравнения (29) 

 
Уравнение (29) решалось при числе узлов коллокации N = 50. Количе-

ство итераций – 5000. 
Результаты вычислений представлены на рис. 2 и 3. 
Пример 2. 

 ( ) ( ) ,
4

l i R
z

l

eI z dz f z
R

− γ

−

′ ′ =
π   (30) 

1 210, 0,5, 0,0001366732941, 0,2, 0,1,l a= = γ = δ = δ =  



№ 3 (55), 2020                                 Физико-математические науки. Математика  

Physical and mathematical sciences. Mathematics 141

( )

( )

( )

1

1
1 2

1 2

2 2

1
2 1

1 2

1

0, ,

, ,

, ,

, ,

0, .

l z
h z

z

f z h z
h z

z

z l

− ≤ ≤ −δ
 δ + − δ ≤ ≤ −δ δ − δ


= − δ ≤ ≤ δ
 δ − δ ≤ ≤ δ
 δ − δ


δ ≤ ≤

 

 

 
Рис. 2. Действительная часть волны возбужденного тока 

 

 
Рис. 3. Мнимая часть волны возбужденного тока 
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Уравнение (30) решалось при числе узлов коллокации N = 50. Количе-
ство итераций – 5000. 

Результаты вычислений представлены на рис. 4 и 5. 
 

 
Рис. 4. Действительная часть волны возбужденного тока 

 

 
Рис. 5. Мнимая часть волны возбужденного тока 

 
На рис. 6, 7 представлена зависимость точности решения уравнений 

Галлена от числа итераций при реализации непрерывного операторного 
метода вычислительной схемой Эйлера.  
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Рис. 6. Погрешность при числе узлов коллокации N = 50 

 

 
Рис. 7. Погрешность при числе узлов коллокации N = 100 
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